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Modélo fisico = equacdes de movimento

Equacdes de movimento =€ equacdes de
Lagrange, equacdes de Hamilton, equacdes candnicas



Coordenadas Generalizadas

N particulas com massa m, e coordenadas Xx = (Xk, Vk, Zk)

com C relacdes independentes
fix1,x2,...,xn, 1) =0, i=12...,C

Esse sistema tem 3N — C graus de liberdades e seu estado é

descrito pelas coordenadas e velocidades

X = (X1, X2, ..., XN), X=(’°‘la’k2’---v’.‘N)



A evolucao das variaveis € determinada pelas solucoes das

equacoes diferenciais

my X/\ = —V; V(X1,X>,...,Xy, ) +forcas de vinculo

Nessa disciplina vamos considerar 3N — C coordenadas

generalizadas e seus momentos associados.
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Coordenada generalizada ¥ @), : =
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z = | cosg. | \
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Y = /sing + a sin wit

T = Im[1*4* + 2alwg cos g cos ot + a*w? cos? wi |. Energia cinética

V= —mgl cos g. Energia potencial

Um grau de liberdade: T, V dependem de q,. 9
E=T+Vdependedet



Exemplo de V dependente do tempo

Haste a com w constante

: = acos ol + Icoslw + q),

v = asin wf + { sinfwr + g)

. 3 - . ’ oYy »
= iml*(@ + §)° + malo{w + §) cos g + \mw=a*

V -y = -mg[() COS (l + /\tn,\{m{ + q)]

E(t) =T +V

Energia depende do tempo devido ao forcamente para manter haste
girando uniformemente.
Um grau de liberdade.



Coordenadas generalizadas ¢, ..., g,

Sistema descrito pelas variaveis  def
n graus de liberdade, n < N Uk, k. = qu/dl, k=1,...,n

Lagrangiana definida por

N

: I )
L(qla'-'sqna(]]a--°sqllat) — 52’711'3(1'((],([,1‘)& _ V(-xl(([af)a "-9XN(qar)ar)
k=1

Equacoes de movimento d oL 9L

, =0, k=1,...,n
dt dqx  Iqgi



Descricao em coordenadas generalizadas

SRR — Equagao de movimento

L(q,q,t) = T(4,q) — U(q, t) Lz.agfa.ngiana: diferer.1ca entre .a energia
Cinética T e a energia potencial U

L pode ser obtida por um principio variacional ¢ j Ldt =0



A Hamiltoniana é definidacomo  F(p 4 1) = . 4:pi — L(4, q,1)
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Da equacao anterior obtemos as equacoes de Hamilton

(equacdes de movimento com as varidveis coordenadas e momentos

generalizados g, p) . 0H ~ O0H
Pi= —— q; = —
0q; ap;

Obtemos também a relacdo oL 0H

o o



Lagrangiana de Uma Particula
L=T-V T w Y dmdi+y7 +23)

GL[Ox; = m X;,



Momento

U, ¢ D =L(Gus o s Gits Ginrs - -GpiGas oo n g3 1)
d 0L OL

. =0
dt 0g; aq;

OLjdg, = 0) >  (dldt{oLjcg) =0

p. = 0L[dg, p, constante de movimento




Movimento no Espaco de Fase

Ca(t=t2) Dados c.i. q;, p; em t4

obtemos qg,, p, emt,

Ci(t=t))




Teorema de Liouville

T = ‘[(p, q, t) Densidade de condic®es inciais

L

J T H dp;dq; = 1 Normalizagao
all space i

AN =T Hi dpi dqi Probabilidade de encontrar variaveis
no intervalo q; + dg; e dqgi e p; +dpi e p;



A variacdo de pontos dA4"  no intervalo ndpi dq;
i

é obtida da equacao de continuidade

odN %,
T Z (__
op;

0 .
dN'Pp;) + — (d/VCIi)> =0
ot i 0q;

Dividindo N pelo volume V obtemos a densidade de pontos t
no espaco de fase

0 0 op; 0 dq;
l+2(ﬁi;+zﬂ+qi—l+rﬁ)=0

at i Op; apz aql aql
Usando egs. Hamilton, p; = __a_I.{_ q; = 6E
segundo e quarto termos na aq; ap;

somatoria se cancelam.



Do slide anterior obtemos

af a‘t ar o
Z p; — ql 4 — = 0 Teorema de Liouville
6pl 0qz

Incompressibilidade do fluxo de trajetdrias no espaco de fase !



